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On the measurement of signs of atomic splitting constants using radio frequency 
and level-crossing techniques

In radiofrequency and level-crossing experiments the sign of atomic splitting constants (e. g. hfs- 
constants, ŷ-values, tensor polarizabilities) can often be measured only under special experimental 
conditions. Some general features of these conditions are discussed starting from transformation 
properties of the atomic hamiltonian. In particular, the dependenec of level-crossing signals on the 
signs of atomic splitting constants is analyzed.

1. Einleitung

Atomare Aufspaltungskonstanten, wie z. B. Hyper­
feinstruktur (Hfs)-Konstanten, ^./-Faktoren oder ten- 
sorielle Polarisierbarkeiten können mit optischen 
Interferometern aus den Abständen von Spektral­
linien eines Multipletts bestimmt werden, falls die 
Aufspaltungen groß genug im Vergleich zur Doppier- 
Breite der Spektrallinien sind. Kleinere Term- 
aufspaltungen, die bei Messungen mit optischen 
Interferometern nicht mehr aufgelöst werden, kön­
nen in vielen Fällen mit Techniken der Hochfre­
quenz (Hf)-1 und Level-Crossing (LC)-Spektrosko­
pie 2 mit hoher Präzision untersuchen werden. Wäh­
rend aber aus Messungen mit optischen Interfero­
metern im allgemeinen neben den Abständen zwi­
schen den Unterniveaus des Terms auch die energeti­
sche Anordnung der Niveaus abgeleitet werden kann, 
läßt sich aus Hf- und LC-Experimenten die Niveau­
ordnung häufig nur unvollständig ermitteln. Dieser 
Umstand hat zur Folge, daß aus LC- und Hf-Experi- 
menten häufig nicht alle Vorzeichen der atomaren 
Aufspaltungskonstanten bestimmt werden können, 
sofern nicht „besondere" Versuchsbedingungen ge­
wählt werden.

Welche Vorzeichen erst nach einer genaueren 
Analyse der Niveauordnung experimentell erschlos­
sen werden können, wurde in einer früheren Arbeit3 
(im folgenden als I zitiert) untersucht. Wie in I aus­
geführt wurde, läßt sich der effektive Hamilton-Ope­
rator H, der die Aufspaltung eines Terms in Unter-
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niveaus beschreibt und sich beispielsweise aus der 
Hfs-Wechselwirkung und aus der Wechselwirkung 
des Atoms mit äußeren elektrischen und magneti­
schen Feldern zusammensetzt, in einen Realteil R 
und einen Imaginärteil 1 zerlegen: H = [R. + J. Dabei 
ist R derjenige Anteil von H, der bei Zeitumkehr 
invariant bleibt (#T = £ ) . Hingegen wechselt J bei 
Zeitumkehr das Vorzeichen (JT = —J) und ist iden­
tisch mit demjenigen Anteil von H, der die Wechsel­
wirkung des Atoms mit äußeren Magnetfeldern be­
schreibt und der linear von Drehimpulsoperatoren 
abhängt. Für eine Diskussion von Vorzeichen­
bestimmungen ist es wesentlich, daß gemäß den Aus­
führungen in I gleiche Niveauabstände beobachtet 
werden, unabhängig davon, welcher der vier Hamil- 
ton-Operatoren H = ± £ ± 7  vorliegt. Sind beispiels­
weise Et die Energiewerte zu den Eigenzuständen 
rpi von H = .R + J, so ergeben sich für — H die Eigen­
werte — Ei mit Eigenzuständen ifi, und für die 
Hamilton-Operatoren ±  (R — J) findet man die 
Eigenzustände yjJ mit den Energiewerten + Et bzw. 
— Ei. Da aus Hf- und LC-Experimenten gewöhnlich 
nur die Abstände ' Ei — Ej | ermittelt werden können, 
sind dementsprechend besondere Maßnahmen erfor­
derlich, um z. B. aus Amplitude und Form der beob­
achteten Signale entscheiden zu können,

1) ob H =  + R + J oder H =  - R  + J ist, d.h. wel­
ches Vorzeichen R hat,

2) ob H =  + R + 1  oder H =  + R - J  ist, d.h. wel­
ches Vorzeichen 1 hat,

3) ob der Hamilton-Operator + H  oder —H vor­
liegt, d. h. velches Vorzeichen der gesamte 
Hamilton-Operator H hat, wenn beispielsweise 
sign ^R/sign J bereits bekannt ist.
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Spezielle Versuchsanordnungen, die z. B. im Falle 
der Kernresonanzmethode4, der Atomstrahlreso­
nanzmethode 5' 6, der Doppelresonanzmethode 7 und 
der LC-Technik 3' 8 oder bei Nachweis von Hf-Über- 
gängen nach optischem Pumpen 9 Vorzeichenbestim­
mungen gestatten, wurden von verschiedenen Auto­
ren angegeben. Es ist das Ziel dieser Arbeit, aus­
gehend von Transformationseigenschaften von H, 
allgemeinere Kriterien für die Verwendbarkeit von 
Versuchsanordnungen der Hf- und LC-Spektroskopie 
zu Vorzeichenbestimmungen aufzustellen. Insbeson­
dere werden in Abschnitt 4 für die LC-Technik die­
jenigen Anregungs- und Beobachtungsbedingungen 
abgeleitet, die eine Bestimmung der Vorzeichen von 

J und ff erlauben (Tabelle 1).

Tab. 1. Abhängigkeit der LC-Signale von den Vorzeichen von 
R, J und H (nein: Das Vorzeichen des Signals ist unabhängig 
vom Vorzeichen des Operators; ja: Das Vorzeichen des Signals 

ist proportional zum Vorzeichen des Operators).

n 7 H

Lorentz-förmige
k+k' gerade 
(A/u = l oder 2)

nein nein nein

Signale k + k' ungerade
(Au = 1)

ja ja nein

dispersionsförmige
k+k' gerade 
{A/u = 1 oder 2)

nein ja ja

Signale k + k' ungerade
(A/i=1)

ja nein ja

2. Diskussion von Hf- und LC-Signalen

Um die Diskussion von Hf- und LC-Signalen auf 
einen konkreten Sachverhalt zu beziehen, mögen in 
den folgenden Ausführungen Experimente betrachtet 
werden, in denen die Resonanzstreuung von Licht an 
freien Atomen untersucht wird, also insbesondere 
Doppelresonanz- und LC-Experimente. Entspre­
chende Betrachtungen lassen sich aber auch für 
andere Bereiche der Hf- und LC-Spektroskopie 
durchführen, sofern solche Experimente nach folgen­
dem Schema beschrieben werden können: a) Ein 
Ensemble von Atomen/Atomkernen wird polarisiert, 
b) Änderung der Polarisation unter dem Einfluß 
innerer und äußerer Fehler, c) Nachweis einer 
(Multipol-) Komponente der Polarisation.

Bei Doppelresonanz- und LC-Experimenten inter­
essieren diejenigen Atome, die sich bei Resonanz­

streuung von Licht in den Zuständen eines angereg­
ten Terms befinden. Das Ensemble dieser angeregten 
Atome möge durch die Dichtematrix o (f) beschrie­
ben werden. Die zeitliche Änderung do/dt läßt sich 
als Summe dreier Anteile beschreiben 10' 11:

do/dt = dow/d t + dom/dt + o(3)/ d t . (1)

Die Anregungsmatrix 3o(1>/d t = 7  (t) beschreibt die 
Anregung der Atome durch das einfallende Reso­
nanzlicht. Ist f der Polarisationsvektor des Lichts 
(für elliptisch polarisiertes Licht ist / komplex), so 
ist

(yu |J(«)|/ / )= /(* )  2  ( ju \f-r \m ) (m \f * - r \ //>
m

(f* Polarisationsvektor mit konjugiert komplexen 
kartesischen Koordinaten; T elektrischer Dipolope­
rator; | ju), ' m) Zustandsvektoren des angeregten 
Terms bzw. des Grundzustands; j(t) Zeitabhängig­
keit der Lichtintensität bei Pulsung oder Modulation 
der Lichtquelle).

Die Matrix dom/dt = - i[H (t),o ] erfaßt die zeit­
liche Entwicklung von o, die von dem Hamilton- 
Operator H (t) beschrieben wird und die beispiels­
weise aus der Hfs-Kopplung und aus der Wechsel­
wirkung der Atome mit den (bei Verwendung von 
Hf-Feldern zeitabhängigen) äußeren Feldern re­
sultiert. Die Zerfallsmatrix 3o(u)/3 i=  —T o  berück­
sichtigt den Zerfall der angeregten Atome unter 
Emission von Fluoreszenzlicht und ist proportional 
zur Zerfallskonstanten T .

Zur Berechnung der Dichtematrix o(t) ist also 
die Gleichung

d a ß t  = 7 ( t ) - i [ H ( t ) , o ] - T o  (2)

zu lösen. Im folgenden sollen nur die periodischen 
Lösungen berücksichtigt werden und also Ein­
schwingvorgänge vernachlässigt werden. Aus o(t) 
errechnet sich schließlich die Intensität St des beob­
achteten Resonanzlichts, das die Polarisation g 
haben möge, nach der Formel

St — Spur[a (t) • Q+] , (3)

wobei die Beobachtungsmatrix Q ( Q+ hermitesch 
konjugiert) analog wie die Anregungsmatrix defi­
niert ist:

( f i \Q \n ')  = 2  ( v \g - r \m ) '( m \g * - r \ / i ') .
m

Als Lösung von Gl. (2) hängt die Dichtematrix 
o(t) von der Anregungsmatrix 7(f) und von den 
Parametern des Hamilton-Operators ff (t) ab. In­



folgedessen ist das Signal St eine Funktion der 
Operatoren 7, H und Q, die unter den noch zu be­
trachtenden Transformationen der Zeitumkehr und 
der räumlichen Spiegelung nicht invariant sind. Die 
Frage, welcher von zwei Hamilton-Operatoren H 
und H' die Aufspaltung eines Terms beschreibt, läßt 
sich experimentell entscheiden, wenn

St (J ,H ,Q ) + St {7, H', Q). (4)

Im Hinblick auf die Bestimmung der fraglichen Vor­
zeichen ergibt sich, daß diese Ungleichung nur unter 
speziellen Anregungs- und Beobachtungsbedingun­
gen erfüllt ist. Nehmen wir nämlich an, daß H und 
H' durch eine unitäre Transformation U oder 
durch eine antiunitäre Transformation A mitein­
ander verknüpft sind, d. h. daß H' = / /u oder H' =
-  HA gilt, so ergibt sich für die skalare Größe St'-

St(J, H, Q) = S t (JV,HV, QV) = S t ( I \  - H \  QA).
(5)

Aus diesen Relationen folgt, daß für H' = Hu und 
H' = — HA Ungleichung (4) genau dann erfüllt ist, 
wenn die experimentell durch Änderung der Anre­
gungs- und Beobachtungsbedingungen nachprüfbaren 
Ungleichungen bestehen:

St { 7 ,H ,G )* S t (T°,H ,G v) ^ r  / / ' = tfu , (4a)
St (7, H ,G )± S t H, Ga) für H '= - H A. ( 4 b)

Ob H oder / /u bzw. — HA eine Termaufspaltung 
richtig beschreibt, läßt sich also insbesondere nur 
dann experimentell entscheiden, wenn Versuchs­
anordnungen gewählt werden, die zu solchen An­
regungs- und Beobachtungsmatrizen führen, welche 
der Bedingung 1  J u oder Q bzw. 7
=4= 1A oder Q QA genügen.

Wie im nächsten Abschnitt ausführlicher disku­
tiert wird, sind die vier Hamilton-Operatoren H = 
+ R ±  1 durch unitäre und antiunitäre Transforma­
tionen miteinander verknüpft. Auf Grund von 
(4 a, b) ergeben sich daher Einschränkungen für die 
Anregungs- und Beobachtungsbedingungen, wenn 
aus Hf- und LC-Experimenten die Vorzeichen sign R, 
sign 1 und sign H abgeleitet werden sollen.

3. Bedingungen für die 
Verwendbarkeit von Versuchsanordnungen 

zu Vorzeichenbestimmungen

1. sign£: Die Operatoren H = R + J und H' =
— R + J=  — HT sind durch die antiunitäre Transfor­

mation der Zeitumkehr miteinander verknüpft. Also 
läßt sich sign R wegen (4 b) nur bestimmen, wenn 

oder ist. Diese Bedingung bedeutet
für alle Experimente, in denen die Resonanzstreuung 
von Licht untersucht wird, daß zirkularpolarisiertes 
Licht eingestrahlt oder beobachtet werden muß. Ent­
sprechend ergibt sich für die Atomstrahlresonanz­
methode, daß das Vorzeichen von R nur bestimmt 
werden kann, wenn im A-Feld oder im B-Feld ein 
spinpolarisierter Atomstrahl ausgeblendet wird.

2. sign 1: Die Operatoren H = R + J und H' = 
R — J sind durch mindestens eine Spiegelung M mit­
einander verknüpft, falls die Richtungen aller äuße­
ren Felder in eine Ebene fallen. Diese Bedingung 
ist sicher erfüllt, wenn nur zeitlich konstante, homo­
gene elektrische und magnetische Felder auf die 
Atome einwirken, also insbesondere bei allen LC- 
Experimenten. Unter der Bedingung R — J = 
(R + J )M läßt sich wegen (4 a) sign 7 nur dann be­
stimmen, wenn 7 *  7 M oder Q *  C/M ist. Für Unter­
suchungen der Resonanzstreuung von Licht ergibt 
sich also die notwendige Bedingung, daß f =j= oder 
g g M für alle geeigneten Spiegelungen M ist. Aller­
dings existieren solche Spiegelungen nicht immer 
für Experimente der Hf-Spektroskopie, nämlich 
wenn ein um die Richtung eines statischen Magnet­
feldes J iz rotierendes Hf-Feld verwendet wird. Ein 
solches Feld induziert nur Übergänge, wenn die 
Larmor-Präzession der Atome den gleichen Dreh­
sinn wie das Hf-Feld hat. Ein rotierendes Hf-Feld 
ermöglicht daher die Bestimmung der Vorzeichen 
von gj- oder ^/-Faktoren, sofern nur die Zeeman- 
Niveaus ungleich besetzt werden.

3. sign H: Wieder unter der Voraussetzung, daß 
eine geeignete Spiegelung M existiert, sind die Ope­
ratoren H und H' = — H = — HMT durch die anti­
unitäre Produkttransformation M • T miteinander 
verknüpft, und sign H läßt sich dann nur bestim­
men, wenn 7  *  7 MT oder Q *  £ MT ist.

Auf Grund dieser Bedingung läßt sich z. B. ver­
stehen, weshalb die magnetische Kernresonanz­
methode von Bloch 4 die Vorzeichen der ^/-Faktoren 
zu bestimmen erlaubt, nicht aber diejenige von Pur- 
cell12. In beiden Fällen präzedieren die Atomkerne 
unter dem Einfluß eines statischen Magnetfeldes 7~lz 
und eines in ^-Richtung oszillierenden Magnetfeldes 
7l1 (bei Vernachlässigung von Kristallfeldern). Der 
die Präzessionsbewegung der Atomkerne beschrei­
bende Hamilton-Operator H (t) ändert sowohl bei 
der Spiegelung M an der xz-Ebene als auch bei Zeit­
umkehr T das Vorzeichen, d.h. H' = — H = — / /MT.



Wegen (4 b) ergibt sich also das Vorzeichen des 
<7/-Faktors nur, wenn die Anfangsmagnetisierung Mz 
( ~  Anregungsmatrix) oder die beobachtete Quer­
magnetisierung Mx(t) (Purcell) bzw. My(t) (Bloch) 
bei der Transformation MT nicht invariant bleiben. 
Tatsächlich ändert nur My(t) bei dieser Transfor­
mation das Vorzeichen, und folglich ermöglicht nur 
die Nachweistechnik von Bloch eine Vorzeichen­
bestimmung.

4. Vorzeichenbestimmungen mit der LC-Technik

In Abschnitt 3 ergaben sich notwendige Bedin­
gungen für die Versuchsanordnung, die erfüllt sein 
müssen, wenn aus Hf- und LC-Experimenten die 
Vorzeichen von Jl, 1 und H bestimmt werden sollen. 
In diesem Abschnitt soll für LC-Signale detailliert 
untersucht werden, unter welchen Anregungs- und 
Beobachtungsbedingungen die Ungleichungen (4 a, 
b) erfüllt sind. In einfacher Weise ergeben sich da­
mit die Versuchsbedingungen, unter denen aus LC- 
Experimenten auf die Vorzeichen von R, 1 und H 
geschlossen werden kann, und die teilweise bereits in 
I und in Ref. 8 angegeben wurden.

Falls wie in einem LC-Experiment die Atome 
nur zeitlich konstanten elektrischen und magneti­
schen Feldern ausgesetzt sind, ergibt sich bei kon­
stanter Intensität des anregenden Lichts formal die 
folgende stationäre Lösung von Gleichung (2) :

! o |//>  + (6)
wobei E,t die Energiewerte der Eigenzustände |/<) 
des angeregten Terms sind. Die Resonanzlichtintensi­
tät errechnet sich dann nach der Breitschen For­
mel 13, die sich aus Gl. (3) ergibt:

v  ( t * \ ( / * \ G \ t * ' ) *  
f  + i(Eß- E „-jS(7,H , Q) = (7)

Auf Grund dieser Beziehung läßt sich die Abhängig­
keit der Signale S (J ,H ,Q ) von den Anregungs­
und Beobachtungsbedingungen diskutieren14. Im 
Hinblick auf die Vorzeichenbestimmungen ist zu 
untersuchen, wie sich S(7,H , Q) ändert, wenn man 
von 7 und Q zu den mit T, M oder M T  transfor­
mierten Matrizen übergeht. Zu diesem Zweck zer­
legen wir die Matrizen 1 und Q wie in Ref. 14 nach 
den Multipolanteilen 7 (k) und (j(k

7 =  2  ( - i ) k? «  bzw. g = y  ( - i ) k> g w .  
k' = 0.1,2 k = 0,1,2

Ausgehend von Formel (3) aus Ref. 14 findet man 
für das Transformationsverhalten der Matrizen

(entsprechend für Q ^ )  :

(yt*|J(*>T |//>  = ( - l ) * < /* |7 W |/ / )
\jLt ) = ( - 1 ) *  I/O *  (8)

(für Spiegelungen an der zz-Ebene).

Aus diesen Relationen findet man mit Formel (7) 
diejenigen LC-Signale, die in bezug auf T, M und 
MT die Ungleichungen (4 a, b) erfüllen. Dazu unter­
scheiden wir die LC-Signale nach folgenden Gesichts­
punkten:
a) nach dem z!//-Wert (Au = ju — / /  = 1 oder 2) der 

im Kreuzungspunkt entarteten Terme,
b) nach der Form (Lorentz- oder Dispersionsform),
c) bei zl/t = 1-Crossings danach, ob k + k' gerade 

oder ungerade ist.
(Für Ajli = 2-Crossings ist k + k' = 4 stets ge­
rade.)

Auf Grund der Relationen (8) zeigt sich, daß die so 
definierten Signalanteile, die sich im allgemeinen 
überlagern können, beim Übergang zu den mit T, 
M und MT transformierten Matrizen entweder un­
verändert bleiben oder das Vorzeichen wechseln. 
Dementsprechend kann das Vorzeichen dieser Signal­
anteile von den Vorzeichen von R, J bzw. H abhän­
gen. Im einzelnen sind die Ergebnisse in Tab. 1 
zusammengestellt. Insbesondere zeigt sich:
a) Das Vorzeichen von H läßt sich nur aus disper- 

sionsförmigen Signalanteilen ermitteln. Das 
einzige Lorentz-förmige Signal, das überhaupt 
von den fraglichen Vorzeichen abhängt, ergibt 
nur sign !R/sign J.

b) Das Vorzeichen von R ergibt sich nur aus Unter­
suchungen von AjU = 1-Crossings, und zwar nur 
dann, wenn k + k' ungerade ist. Wie zu erwar­
ten, ist also zirkularpolarisiertes Licht einzu­
strahlen oder zu beobachten.

Aus Tab. 1 wird ersichtlich, unter welchen An- 
regungs- und Beobachtungsbedingungen grundsätz­
lich die Vorzeichen sign^R, sign 1 und sign H aus 
LC-Signalen bestimmt werden können. Um aller­
dings explizit aus den Vorzeichen der LC-Signale 
auf die Niveauordnung und damit auf die Vorzei­
chen der Aufspaltungskonstanten zu schließen, ist 
eine genauere Diskussion der Vorzeichen von LC- 
Signalen erforderlich, wie sie in Ref. 14 und in I 
durchgeführt wurde.
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The Physics of Uranium235-Enrichment in the Separation Nozzle Process 
II. A comparison of the added light gases H2 , He, and D2

The effects of the added light gases H2, He, and D2 on the separation of the uranium isotopes 
in the separation nozzle process are compared experimentally. The superiority of H2 under economi­
cally optimum conditions turns out to be caused essentially by its less dissipative nozzle flow charac­
terized by a higher Reynolds number. This advantage is decreased if differences in the flow velocity 
lose their effects on isotope separation, e. g. at higher expansion ratios. Thus, with He added, the 
isotope separation effects can get closer to those observed with H2; D2 even can get better than H2, 
because He and D2 prevent more efficiently UF6 from concentrating rapidly at the outer nozzle wall.

1. Einleitung

Bei der Trennung der Uranisotope nach dem 
Trenndüsenverfahren wird als Verfahrensgas ein 
Gemisch aus Uranhexafluorid (UF6) und einem 
leichten Zusatzgas verwendetx. Dabei übt, wie die 
theoretische Analyse des Trennvorganges gezeigt hat, 
das leichte Zusatzgas in zweifacher Hinsicht einen 
positiven Einfluß auf die Isotopentrennung aus2: 
erstens wird durch die Verminderung der mittleren 
Masse des Verfahrensgases die Strömungsgeschwin­
digkeit in der Düse und damit die entmischende 
Zentrifugalkraft gesteigert, und zweitens verzögert 
das Zusatzgas die Einstellung der barometrischen 
Dichteverteilung des UF6, wodurch die der Ent­
mischung entgegenwirkende Konzentrationsdiffusion 
kleiner wird.

Die bisherigen Untersuchungen wurden weit­
gehend mit Helium oder Wasserstoff als Zusatzgas 
durchgeführt. Dabei zeigte es sich, daß unter den
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zur Zeit als optimal geltenden Betriebsbedingungen 
Wasserstoff zu deutlich günstigeren spezifischen Auf­
wandsgrößen führt als Helium3. Andererseits be­
dingt die chemische Reaktionsfähigkeit des Wasser­
stoffs und seine stärkere Abtrennung vom UF6 tech­
nische Nachteile, die den aus den Aufwandsgrößen 
ablesbaren Vorzug des Wasserstoffs gegenüber He­
lium teilweise kompensieren können. Insbesondere 
bei wesentlichen Veränderungen des Trennsystems, 
wie sie bei der Weiterentwicklung des Trenndüsen­
verfahrens in Erwägung zu ziehen sind, muß daher 
damit gerechnet werden, daß Helium auch zu wirt­
schaftlich günstigeren Ergebnissen führen kann. 
Man ist aus diesem Grund an einer möglichst ge­
nauen Kenntnis der unter verschiedenen Betriebs­
bedingungen zu erwartenden Unterschiede der Wir­
kung der leichten Zusatzgase interessiert.

Um die empirischen Kenntnisse der unterschied­
lichen Wirkung der Zusatzgase zu erweitern, wur­
den für die vorliegende Arbeit systematische Trenn­
versuche nicht nur mit den Zusatzgasen Wasserstoff 
und Helium, sondern auch mit Deuterium durchge­
führt. Durch Vergleich dieser Ergebnisse mit den


